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Introduccio

Durant molt de temps I'Occident no ha parat prou atencio a la historia de la matematica orien-
tal i, en particular, de la matematica xinesa. Tanmateix, ja abans de la nostra era els xinesos
conreaven les matematiques com s’ha evidenciat mitjancant els textos que, en el decurs dels
darrers trenta anys, han estat analitzats per diferents especialistes (Li Yan & Du Shiran, 1987:
33-56; Jami, 1988; Volkov, 1994: 139-157; Cullen, 1996; Martzloff, 1997; Lloyd, 2001).

Un dels antics textos xinesos de matematica que podem consultar des de fa poc temps,
en una excel-lent edicio critica bilingtie —xinesa i francesa— és el de Els Nou Capitols sobre
els procediments matematics.

El grup d’Historia de les Matematiques d’ABEAM (Associacié de Barcelona per a I'Estudi
i Aprenentatge de les Matematiques) treballa en el projecte «El naixement i desenvolupa-
ment de la trigonometria dins les diferents civilitzacions», que investiga I'evolucio historica
dels conceptes trigonometrics, tant pel que fa a I'estudi de textos de referencia, com al dis-
seny d’activitats d’aula per millorar el seu ensenyament.! En aquest context s’han analitzat
alguns problemes del capitol 9 d’aquella obra de la matematica xinesa, que pel seu contin-
gut connecten directament amb els objectius del projecte.

1. Els antics textos matematics xinesos

Els primers textos xinesos dedicats a les matematiques que ens han arribat daten de I'epoca
de la dinastia Han (206 aC - 220 dC). La unificacié de I'Tmperi xines duta a terme per Qin
Shi Huangdi (221 aC) i la posterior consolidacié d'una administracio centralitzada van afa-
vorir la recopilacio de coneixements en diferents ambits dels sabers i, en particular, dels re-
lacionats amb el camp de les matematiques (Chemla, s/d: 76).

Al segle 1dC es va compilar el text matematic que més influencia posterior va tenir en la
matematica xinesa, una obra que va ser objecte d’'una important tradicié de comentaris en
els segles posteriors. Ens referim al Jiuzhang suanshu o Els Nou Capitols sobre els procediments
matematics (a partir d’ara NC).2

Aquest no és el text matematic xines més antic que ens ha arribat, com en algun moment
s’havia pensat (Li Yan & Du Shiran, 1987: 33) ja que el Suanshushu o Llibre dels Procediments

1. Lainvestigacio se centra en el periode que abasta des de I'’Antiguitat fins a 'época de Regiomontanus. Les obres ana-
litzades fins ara sén els Elements d’Euclides (300 aC), I'Almagest de Ptolemeu (90 dC - 168 dC), Sobre les mides i distan-
cies del Sol i la Lluna d'Aristarc de Samos (310-230 aC), De triangulis Omnimodis de Regiomontanus (1436-1476) i Tractat
sobre el quadrilater complet (1260) de Nasir Al-Din Al-Tusi (1201-1274). Vegeu més informacié sobre aquestes analisis a:
Massa & Romero, 2003; Massa, 2005; Romero et al., 2007, i Guevara et al., 2008.

2. Valadir que el titol, literalment, és «Els procediments matematics en nou capitols». Tanmateix, per tal d’evitar confu-
sions (per exemple amb el Llibre dels procediments matematics o Suanshushu), s’ha adoptat el conveni de referir-se a
aquest text de la manera que s’ha esmentat o simplement com a Els Nou Capitols. Potser la nomenclatura lligada a textos
matematics classics occidentals ha fet que alguns historiadors s’hagin referit a aquesta obra com «Els Nou Capitols de I'art
matematica» (Li Yan & Du Shiran, 1987: 33).
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Matematics, descobert el 1984 en una tomba que es va segellar 'any 186 aC, esta conside-
rat com el primer llibre xines conegut dedicat estrictament a les matematiques. Es tracta
d’una obra lligada a la gestié administrativa i la seva redaccio va precedir alguns decennis la
dels NC (Chemla & Shuchun, 2005: 3-4). D’altra banda, també durant la dinastia Han es va
compondre el Zhoubi suanjing o Classic matematic del Gnomon dels Zhou (s. 1aC), un text re-
lacionat amb la topografia, I'astronomia i el calendari (Cullen, 1996).

Amb tot, el fet que els NC fos considerat un classic (jing) i que nombrosos matematics
posteriors hi fessin referencia ha fet que s’hagi comparat el paper que va desenvolupar
aquesta obra a la Xina amb el que van exercir els Elements d’Euclides a I'Occident (Chemla,
s/d: 76).

2. Els Nou Capitols sobre els procediments matematics (Jiuzhang Suanshu)

El text dels NC esta estructurat, com el seu nom indica, en nou capitols. El capitol 1, «Camp
rectangular», esta dedicat al calcul de les arees de terres cultivades i al procediment per ope-
rar amb fraccions; el capitol 2, «Cereals», presenta problemes sobre proporcions (regla de
tres) i, en particular, proporcions relacionades amb el procés d’intercanvi de cereals; el ca-
pitol 3, «Distribucié per proporcions», s'ocupa de problemes sobre taxacions de mercade-
ries i d’altres tipus amb progressions aritmetiques i geometriques resoltes totes amb pro-
porcions; el capitol 4, «KAmplada petita», a partir de I’area o el volum d’una figura o un cos
geometric es troben els costats o les cares (arees). Es descriu la divisio entre fraccions i per
extensio 'extraccio d’arrels quadrades i ctibiques; el capitol 5, «Discutir les obres», descriu
les mesures i els calculs de volums de figures solides a partir de problemes sobre construc-
cions de murs, dics i canals, caracteristics de I'enginyeria del periode Qin i Han; el capitol
6, «Taxes justes», fa referencia a la distribucio dels impostos de manera igualitaria, segons
la poblacio i la distancia a la capital on es recollien els impostos i per tant als dies que calia
esmercar en fer el desplacament; el capitol 7, «Excedent i deficit», té relacio amb I'ts de les
regles de falsa doble posicio per resoldre problemes que reflecteixen els tipus de transac-
cions economiques de I'epoca; el capitol 8, «Files rectangulars» (Fangcheng), presenta el
procediment de resolucio de sistemes d’equacions lineals (que avui utilitzem amb el nom
de regla del pivot) fent referencia a la produccio de cereals; en el procés de resolucio
d’alguns problemes apareixen coeficients negatius o nuls i es donen les regles per operar
amb ells; i, finalment, el capitol 9, «Base i altura» (Gougu), que és el que ens interessa aqui,
tracta sobre les multiples aplicacions del «procediment de la base i de I'altura» (avui cone-
gut com a teorema de Pitagores) que s'enuncia en forma d’algorisme. També apareix en
aquest capitol alguna equacio de segon grau.

A cada capitol se succeeixen els problemes amb una estructura semblant. L’enunciat amb
dades numeriques concretes i la demanda de noves mesures o quantitats relacionades amb la
situacio plantejada. A continuacio les respostes i després una breu descripcio de I'algorisme
de calcul per trobar les solucions. El procediment descrit pretén ser una generalitzacio, dona
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una breu idea al lector dels calculs que hauria de fer per resoldre situacions semblants amb
unes altres dades pero no justifica el procediment de calcul. La justificacio la introduiran els
comentaristes del text classic en les successives edicions.

El primer testimoni que designa els NC com un classic és el text del comentarista Liu Hui
(263). Més tard, sera el comentarista Li Chunfeng (656) qui continuara aquesta tradicio.
L’objectiu dels comentaristes dels NC era mostrar el procediment que conduia a trobar el
valor de les respostes en el text classic (Chemla & Shuchun, 2005: 27). Es tractava de de-
mostrar la correccio dels algorismes emprats en la resolucio de problemes fent explicit cada
pas, explicant el significat de les operacions realitzades per elaborar el resultat final i esta-
blint que aquest resultat correspon a la questio formulada. Tot i que treballaven amb pro-
blemes concrets i aplicaven els algorismes a unes dades concretes, sovint feien referencia al
procediment emprat més que a 'obtencié del resultat.

En alguns casos, el comentarista Liu Hui canvia I'enunciat d'un problema del text clas-
sic sense canviar els valors numerics per tal de facilitar la interpretacié de cadascun dels
passos que fa per mostrar la correccio de I'algorisme. En altres, es modifiquen els valors
numerics sense canviar la situacié. Un dels exemples que il-lustren aquest darrer cas és un
problema que proposa trobar el volum d’una piramide truncada. El que pretén el comen-
tador amb els nous valors és facilitar la descomposicio de la figura en tres figures iguals.
Apareix aqui un nou element de la practica matematica dels comentadors, que son els au-
xiliars visuals. Sha de remarcar que als NC no es fa cap referencia a figures ni a cap altra
forma de visualitzacio.

La idea de «demostracio» subjacent en els comentaris dels NC difereix, doncs, conside-
rablement del metode axiomatic deductiu dels Elements d’Euclides, que és per al mén occi-
dental el model per excel-lencia de procediment demostratiu.

2.1. El capitol 9: base (gou) i altura (gu)

El titol d’aquest capitol, integrament consagrat al triangle rectangle, pren el seu nom del pri-
mer dels procediments que es presenten, el que avui en dia coneixem com a teorema de
Pitagores i que en el text s’anomena Procediment de la base i de I'altura.’

3. Sibé la majoria de temes tractats en els NC apareixien en el Llibre dels procediments matematics (Suanshushu), els
temes tractats en aquest capitol només els trobem anteriorment en el Classic matematic del Gnomon dels Zhou, dedicat a
I'astronomia, els calendaris i la cosmografia, elaborat també durant la dinastia Han. En el prefaci que Lui Hui fa a I'edicio
comentada dels NC (263), explica que en aguesta obra hi va trobar I'expressié «dobles diferéncies», en va buscar el sig-
nificat i va escriure un comentari sobre aquest métode que va ser afegit com a apéndix en el Gougu dels NC. Cap al segle
vilaguest apendix es va separar dels NCi es va convertir en un treball independent, el Classic matematic de l'illa maritima.
Els problemes que conté recorden els enunciats de la segona part del capitol 9 perqué es recolzen en vistes realitzades
amb I'ajuda de gndmons o d'altres dispositius per determinar distancies o mesures inaccessibles. Aquests problemes ins-
pirats en I'astronomia i la topografia van esdevenir un classic en els tractats posteriors xinesos.
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«BASE (GOU) I ALTURA (GU) ES MULTIPLIQUEN CADA UNA PER SI MATEIXES,
SE SUMEN (ELS RESULTATS) 1 ES DIVIDEIXEN PER EXTRACCIO DE L’ARREL QUA-
DRADA, EL QUE DONA ES LA HIPOTENUSA. »*

Els 24 problemes del capitol 9 estan constituits per dos blocs, el primer de I'l al 12 i el
segon del 13 al 24, tot i que el 24, pel seu enunciat i pel procediment de resolucio, seria més
propi del primer (Chemla & Shuchun, 2005: 665).% En els dos blocs, els primers problemes
plantegen situacions geometriques generals, sense context, perd sempre amb valors nume-
rics concrets. En els problemes segtients, 'enunciat situa un context «real» que, un cop in-
terpretat, duu a la situacio inicial dels primers problemes sense context. En el primer bloc,
els problemes de context tracten de canyes recolzades a la paret, submergides en estanys o
de bastons que cal fer passar per una porta. En tots els casos cal trobar les dimensions, am-
plades, llargades, altures, etc., de manera que el procés sempre remet a la resolucié d'un
triangle rectangle pel procediment de la base i de I'altura. En el segon bloc, els primers pro-
blemes parlen de moviments de persones en direccions sud i est, i de la visualitzacio
d’objectes des d’aquestes posicions. Els darrers plantegen situacions que es resolen fent ob-
servacions visuals amb I'ajuda de gnomons o d’altres dispositius per determinar distancies
o mesures inaccessibles. El procés duu a la resolucié d’un triangle rectangle pel procedi-
ment de la [ii. Pels antics matematics xinesos, dos conjunts de quantitats «estaven en [ii»
quan la relacio entre les quantitats del primer conjunt era la mateixa que la relacio entre les
quantitats del segon. En el cas que ens ocupa, aquest procediment consisteix a comparar el
triangle donat amb un altre de semblant.

Els tres primers problemes del capitol 9 plantegen els tres casos possibles de resolucio
d’un triangle rectangle, exemplificat amb la terna (3,4,5). S’enuncien, es dona la resposta i,
a continuacio, el text inclou el procediment de la base i 'altura.® En I'edicié de Chemla
i Shuchun s’alterna el classic amb els comentaris de Lui Hui i de Li Chunfeng. En aquest
sentit Lui Hui escriu:’

La base multiplicada per ella mateixa fa un quadrat vermell, I'altura per ella mateixa
un quadrat blau-verd, i es fa de tal manera que es recomponen els uns amb els altres;
partint del fet que es guarden els fragments que queden sense bellugar, es genera per

4.  Chemla & Shuchun, 2005: 705. Les citacions del text classic les indiquem en majuscules.

5. En l'experiéncia a l'aula de 3r d’ESO (Ensenyament Secundari Obligatori) realitzada durant el curs académic 2007-
2008 a I'ES (Institut d’'Ensenyament Secundari) Badalona VI, es va constatar que el problema 24, atés el seu procediment
de resolucio, correspondria al primer bloc.

6. Enunciat al'inici d’aquest apartat.

7. Com en I'edici6 comentada, s'indica amb majuscules el text classic i en mintscules els comentaris de Lui Hui. Si els
comentaris son de Li Chunfeng s’indica explicitament.
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reunio l'area del quadrat de costat la hipotenusa. Dividint aquesta per extraccio de
l'arrel quadrada donara la hipotenusa.

ALTRAMENT, L’ALTURA (GU) MULTIPLICADA PER ELLA MATEIXA, ES RESTA
DE LA HIPOTENUSA MULTIPLICADA PER ELLA MATEIXA. ES DIVIDEIX EL QUE
QUEDA PER L'EXTRACCIO DE I’ARREL QUADRADA, EL QUE DONA ES LA BASE
(GOU).

Li Chunfeng i els seus associats comenten respectuosament: En aquest procedi-
ment, amb 'ajuda de les arees (mi) de la base (gou) i de I'altura (gu), es genera per reu-
nio l'area (mi) de la hipotenusa. El quadrat de costat de la base (gou) és a I'interior [del
quadrat de costat I'altura (gu)], de fet la base (gou) és més curta que I'altura (gu). Si fem
de manera que l'altura (gu) multiplicada per ella mateixa la restem de la hipotenusa
multiplicada per ella mateixa, el que déna és el quadrat de la base (gou). Es per aixo
que dividint pel metode de l'arrel quadrada obtenim la base (gou). (Chemla & Shu-
chun, 2005: 705-706)

Els comentaris de Lui Hui i Li Chunfeng descriuen figures geometriques que no aparei-

xen en el text; les utilitzen per justificar els algorismes del text classic, a través del procedi-
ment de recomposicié de figures i conservacio de les arees.® Diferents autors (Cullen, 1996:
206-216) (Chemla & Shuchun, 2005: 665) opten per reconstruccions semblants, on, fent
servir la terminologia més emprada actualment, anomenen a la base, b I'altura i ¢ la hipote-

nusa:

Figura 1.

b a

Figures geométriques corresponents a la «primera figura fonamental».

8. Les figures geomeétriques son els auxiliars visuals descrits al comencament de I'apartat 2.
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Al llarg de tot el capitol els comentaristes fan al-lusi6 a dues figures fonamentals,” la pri-
mera de les quals s'utilitza per justificar el procediment del triangle rectangle (problemes 1,
2, 3) i més endavant per justificar el problema 11.

3. Algunes idees per treballar a I’aula

Els problemes del capitol 9 es van treballar durant tres setmanes en un grup de 3r ’ESO de
I'lES Badalona VII durant el curs 2007-2008. L’objectiu d’aquesta experiéncia era presentar
a I'alumnat una col-leccié de problemes contextualitzats sobre triangles rectangles on calia
utilitzar diferents conceptes i procediments:

— el teorema de Pitagores;

— la semblanca entre figures i la seva utilitzacio per trobar costats desconeguts mit-
jancant les proporcions corresponents;

— laresolucio d’equacions de 1r grau,

— el procediment de la substitucio quan es treballa amb més d’una incognita.

Alguns d’aquests continguts havien estat treballats en cursos anteriors i els altres es tre-
ballaven per primera vegada.

Altres questions conjunturals que van apareixer en la resolucio dels problemes del capi-
tol 9 a l'aula van ser:

— les unitats de mesura utilitzades, que tot i ser desconegudes, seguien també el sistema
decimal;

— lorientaci6 referida als punts cardinals: 'est on nosaltres hi posariem I'oest i el sud on
hi posariem el nord.

Introduir un context del passat i d'una altra cultura, on es resolen problemes que encara
son actuals, mostra a 'alumnat la universalitat d’aquesta disciplina, alguns trets de la seva
historia i diferents enfocaments per tractar una mateixa situacio.

En aquesta primera experiencia de portar a I'aula els problemes del capitol 9, la resolu-
cio es va realitzar pels procediments numerics i algebraics que encaixaven amb els coneixe-
ments previs que els alumnes havien adquirit a 2n d'ESO. Queda ara per estudiar la viabili-
tat i la conveniencia de plantejar la resolucio d’aquests problemes a I'aula utilitzant els

9. Lexpressié «primera figura fonamental» és un quadrat de costat a + b (suma de catets) que conté inscrit el quadrat
de costat ¢ (hipotenusa) (Chemla & Shuchun, 2005: 673). Val a dir que, tot i que no la tractem aqui, hi ha una «segona
figura fonamental», introduida per Liu Hui en el problema 9.6, que consisteix en el quadrat de costat ¢ (hipotenusa) on s’hi
capiculen els quadrats de costats ai b (catets). Aquest auxiliar visual permet trobar els catets del triangle quan es coneix
¢ (hipotenusa) i la diferéncia entre els catets (b — a).
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procediments xinesos antics, és a dir, seguint les indicacions de 'algorisme classic o bé mit-
jancant el procediment de recomposicio de figures i conservacio de les arees introduit pels
comentaristes posteriors.
Es presenten a continuacio el problema 6, com a
mostra dels tipus de problemes del primer bloc (proce-
diment del triangle rectangle), i el problema 16, com a
mostra dels del segon bloc (semblanca de triangles).

,,,,,,,,,,,,,,,,, Problema 6
ob I Suposem que tenim un estany quadrat de 1 zhang de
costat, en el centre del qual hi ha una canya que sobre-
surt 1 chi del nivell de l'aigua. Quan estirem la canya
cap a la riba, queda just a la superficie. Es demana

quant valen, respectivament, la fondaria de I'estany i la
longitud de la canya.'®
Resposta: (5, 12, 13)

Figura 2. lllustracio corresponent al problema 6.

Problema 16
Suposem que tenim una vil-la quadrada de 200 bu de
E costat i que al centre de cada costat hi ha una porta. A
N 15 bu de la porta est de la vil-la hi ha un arbre. Es de-
mana a quants bu a I'exterior de la porta sud cal anar per

veure I'arbre.
Resposta: 666 bu i 2/3 de bu

arbre

Figura 3. Il-lustracioé corresponent al problema 16.

4. Conclusions

La utilitzacio explicita de textos historics a I'aula és un recurs per millorar 'aprenentatge de
I'alumnat. En aquest cas, la recent traduccio critica al frances de Els Nou Capitols és una eina
per abordar I'estudi d’un text de referencia en la matematica xinesa i, alhora, facilita la in-
troducci6 d’altres procediments en la resolucio de problemes, diferents als que els alumnes
estan habituats a utilitzar.

10. Els dibuixos il-lustratius sén actuals i es troben a la presentacié de Chemla del capitol 9 (Chemla & Shuchun, 2005:
667-669).
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L’experiencia realitzada durant tres setmanes en una classe de 3r d’'ESO ha evidenciat
que, a través de la resolucio dels problemes del capitol 9, els alumnes han combinat pro-
cessos i continguts matematics que habitualment utilitzen per separat.

Pel que fa als processos:

— S’han hagut d’interpretar enunciats referits a situacions concretes mitjancant repre-
sentacions adequades que permetin la comprensio del que es plantejava.

— S’ha treballat en grups de quatre i, per tant, s’ha afavorit la comunicacié del pensa-
ment matematic per tal d’arribar a un consens sobre I'estrategia més adequada.

— S’han efectuat connexions entre diferents continguts matematics: la geometria i
l'algebra.

En relacio amb els continguts matematics propiament dits:

— S’ha compaginat I'aplicacio del teorema del triangle rectangle amb la semblanca de
triangles.

— S’han resolt equacions per metodes algebraics i per metodes geometrics a través del
calcul de superficies.

— S’ha emprat el procediment de la substitucié per resoldre problemes amb més d’una
incognita.

— S’ha consolidat el concepte de sistema d’unitats i s’ha practicat el canvi d’ unitats.

— S’ha posat de manifest la relativitat de la referencia per situar els punts cardinals: N, S,
EiO.

La introduccio a 'aula de conceptes i procediments a partir de contextos historics és una
experiencia forca enriquidora tant per a I'alumnat com per al professorat que la proposa.
L’alumnat ha de desenvolupar unes capacitats que no es requereixen en activitats més
estandards, i ha de saber aplicar coneixements que ha apres, sovint descontextualitzats, a si-
tuacions complexes. La majoria d’activitats que es plantegen requereixen la discussio en
grup. La consegtient verbalitzacio, a més d’afavorir la comprensio, permet al professorat va-
lorar habilitats dels alumnes que romandrien ocultes en altres tipus d’activitats.
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